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Die Vorlesungen des Herrn Professors Dr. 
Schell über neuere Geometrie haben an dieser 
mathematischen Disciplin in mir Interesse erweckt 
und mich von der grossen Bedeutung derselben für 
die Wissenschaft des Raumes überzeugt. Deshalb 
habe ich der neueren Geometrie einige Aufmerk- 
samkeit zugewendet und wage nun die hauptsäch- 
lichsten Resultate meiner bisherigen Untersuchungen 
in der nachfolgenden Abhandlung niederzulegen, 
da ich wohl annehmen darf, dass selbst Bruch- 


stücke aus einer reichhaltigen, bis heute aber noch 


nicht vollständig ausgebildeten Theorie beachtet 
zu werden verdienen. 

Meinem hochverehrten Lehrer, Herrn Professor 
Dr. Schell, der mich bei dieser Arbeit a Rath 
und That unterstützte, sage ich hiermit meinen 


wärmsten Dank. 


Marburg, im Juli 1857. 


Der Verfasser. 


I. 


Allgemeine Betrachtungen über zwei projectivische 
Ebenen, 


$. 1. 


Durch einen beliebigen Punkt im Raume sind, nach allen 
möglichen Richtungen, unzählige Gerade oder Strahlen denkbar; 
die Gesammtheit dieser Strahlen heisst ein Strahlenbündel und 
jener Punkt der Mittelpunkt desselben. In einem Strahlen- 
bündel sind unendlich viele Strahlenbüschel und Ebenenbüschel 
als untergeordnete Gebilde enthalten, denn es gibt zahllose 
Ebenen, die durch dessen Mittelpunkt gehen, und alle Strah- 
len, die in eine solche Ebene fallen, bilden einen Strahlen- 
büschel, und alle solche Ebenen, die durch einen und densel- 
ben Strahl gehen, bilden einen Ebenenbüschel *). — Wird ein 
Strahlenbündel, dessen Mittelpunkt mit S bezeichnet werden 
mag, durch eine Ebene E geschnitten, welche nicht durch $ 
hindurchgeht, so trifft jeder Strahl a des Strahlenbündels S 
die Ebene E in einem Punkte A, welcher der dem Strahl « 
entsprechende Punkt heissen soll. Einem Sirahlenbüschel des 
Strahlenbündels S entspricht demnach auf der Ebene E eine 
Gerade, die als geradlinige Punktreihe aufzufassen ist, einem 
Ebenenbüschel entspricht ein Strahlenbüschel, einem Vielkant 


*) S. Steiner, systematische Entwickelung der Abhängigkeit geometri- 
scher Gestalten von einander, $. 1, V. — v. Staudt, Geometrie 
der Lage, $. 1, 9; $. 2, 22. 
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ein Vieleck, einer Kegelfläche eine Curve, u. s. w. — Schnei- 
den zwei Ebenen E u. E' den Strahlenbündel S, ohne durch 
dessen Mittelpunkt zu gehen, so sollen je zwei Elemente die- 
ser Ebenen, welche einem und demselben Gebilde des Strah- 
lenbündels entsprechen, einander enisprechend genannt wer- 
den; nämlich zwei Punkte A u. A‘, die auf demselben Strahl 
a des Strahlenbündels liegen, mögen entsprechende Punkte, 
zwei Gerade g u. g’‘, die in denselben Strahlenbüschel des 
Strahlenbündels fallen, entsprechende Gerade, zwei Strahlen- 
büschel B u. 5‘, die in demselben Ebenenbüschel liegen, 
entsprechende Strahlenbüschel, etc. heissen. — Von den sich 
entsprechenden Elementen der Ebenen E u. E' sagt man, sie 
liegen mit den ihnen entsprechenden Gebilden des Strahlen- 
bündels S und unter einander perspectivisch und es ist leicht 
einzusehen, dass entsprechende Gerade und entsprechende 
Sirahlenbüschel der beiden Ebenen E u. E' projecüwisch sind 
und dass somit E u. E‘ zwei collineäre Systeme bilden *), 
Die Lage der Ebenen E u. E‘ zum Strahlenbündel S und zu 
einander wird ebenfalls perspeciiwisch genannt; abgesehen 
von ihrer Lage heissen E u. E‘, in Bezug auf die sich ent- 
sprechenden Elemente, projectiische Ebenen. Die Verbin- 
dungslinien der entsprechenden Punkte zweier projectivischer 
Ebenen, wie diese auch zu einander liegen mögen, nennt man 
Projectionsstrahlen und in der perspectivischen Lage zweier 
projeclivischer Ebenen wird deren Durchschnitt die Spwrlinie 
und der Punkt, in welchem sich alle Projectionsstrahlen 
schneiden, das Projectionscentrum genannt. 


$. 2. 


Unter den sich entsprechenden Elementen der Ebenen 
E u. E’ sind solche, welche sich durch ihre Lage und indi- 
viduelle Beschaffenheit auszeichnen. Für den Fall, dass Eu. E' 


*) Vergl.. Steiner, a. a. O., 5.9 u. 8.28. — Paulus, Grundlinien 
der neueren ebenen Geometrie, $. 42. 
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allgemein projectivisch sind, d.h., dass das Projectionscentrum 
S und die Spurlinie, in welcher zwei entsprechende, projec- 
tivisch gleiche Gerade d u. d‘ vereinigt sind, nicht im Unend- 
lichen liegen, wollen wir einige dieser Elemente näher un- 
tersuchen. 


Ein Ebenenbüschel b des Strahlenbündels S, dessen Axe 
mit der Spurlinie dd’ parallel ist, liefert zwei entsprechende 
Parallelstrahlenbüschel ; die sich entsprechenden Geraden oder 
Strahlen derselben haben den unendlich fernen Punkt entspre- 
chend gemein und sind daher projectivisch ähnlich. 


Unter den Ebenen des Ebenenbüschels b ist eine, welche 
eine solche Lage hat, dass die beiden entsprechenden, durch 
sie bestimmten Geraden g u. g’ von der Axe des Ebenenbü- 
schels gleich weit abstehen und auf entgegengesetzten Seiten 
derselben liegen; je zwei Paar entsprechende Punkte dieser 
Geraden bilden, mit dem Projectionscentrum verbunden, zwei 
congruenie Dreiecke und daraus folgt, dass g u. g‘ projecti- 
visch gleiche Gerade sind. 

Zwei Ebenen des Ebenenbüschels 5 laufen beziehungs- 
weise mit E u. E' parallel und werden Parallelebenen genannt; 
von den entsprechenden Geraden r u. r‘, t u. t‘, welche sie 
liefern, liegen r u. £‘ im Unendlichen und daher sind £ u. r 
die Gegenaxen der collineären Systeme E u. E‘. Da die un- 
endlich fernen Geraden r u. t‘ sich nicht entsprechen, so 
folgt , dass zwei allgemein projectivische Ebenen zwei allge- 
mein collineäre Systeme begründen. 


Ein Ebenenbüschel des Strahlenbündels S, dessen Axe 
die Spurlinie rechtwinkelig kreuzt und parallel ist mit einer 
der Ebenen E, E', bezeichnet zwei entsprechende Strahlen- 
büschel, von welchen der Mittelpunkt des einen in unendli- 
cher Entfernung und der Mittelpunkt des andern auf einer 
Gegenaxe liegt; eine Ebene dieses Ebenenbüschels steht per- 
pendiculär auf der Spurlinie und liefert zwei entsprechende 
Gerade a u. a‘, die auf den Gegenaxen t u. r‘, also auch auf 
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den entsprechenden , projectivisch gleichen Geraden senkrecht 
stehen. 

Hat ein Ebenenbüschel eine solche Lage, dass seine Axe 
senkrecht steht auf einer der Ebenen e, «‘, welche die von 
E u. E‘ gebildeten Flächenwinkel halbiren, so bestimmt der- 
selbe nach Steiner, a. a. O., $. 28, V. auf E u. E' zwei 
projectivisch gleiche Strahlenbüschel. Unter den Ebenenbü- 
scheln des Strahlenbündels S finden sich zwei, deren Axen auf 
e oder e‘ senkrecht stehen und folglich haben E u. E’ zwei 
Paar entsprechende, projectivisch gleiche Strahlenbüschel ; 
ihre Mittelpunkte mögen P u. P', Qu. 0’ heissen. Weil der 
citirte Satz auch umgekehrt werden kann und vom Punkte $ 
aus nur zwei Perpendikel auf e u. gefällt werden können, 
‘ so ergibt sich, dass nur zwei Paar entsprechende, projectivisch 
gleiche Strahlenbüschel vorhanden sind. 
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1) Um die gegenseitige Lage gewisser Elemente der 
allgemein projectivischen Ebenen E, E‘ näher kennen zu ler- 
nen, denken wir uns durch das Projectionscentrum S der 
collineären Systeme E, E' eine Ebene « gelegt, die auf der 
Spurlinie dd‘ senkrecht steht. Fig. 1 soll die so erhaltene 
Durchschnittsfigur darstellen; die Geraden De, D’e‘ sind die 
Durchschnitislinien der Ebene « mit den Ebenen E, E' 
und die Punkte DD‘, G, @‘, T, R‘ die Durchschnitte der 
Ebene « mit den Geraden dd‘, 9, g‘, t, r'. Vermöge der im 
$. 2 angegebenen. Constructionen liegen die Mittelpunkte 
P u. P', Q u. 0‘ der entsprechenden, projectivisch gleichen 
Strahlenbüschel in der Ebene «@ und mit Rücksicht‘ auf jene 
Constructionen erhält man 

DIE 1 en a PN f 0D =0'D' 
DEGT, ==iDTızzSsiRt = RIO, ei) 
DRG RD ST vs eaTPrIZSTR 
BI PER j 0Gı = Oil: 
2) Hält man eine der Ebenen E,E‘ fest, während man 
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die andere eine ganze Umdrehung um die Spurlinie dd‘ 
machen lässt, so fallen Eu. E‘ zweimal auf einander und zwar 
kommen, wie sich aus den Gleichungen «) in 1) ergibt, das 
eine Mal die projectivisch gleichen Strahlenbüschel P u. P', 
das andere Mal die projectivisch gleichen Strahlenbüchel Q u. O' 
auf einander zu liegen. In diesen zwei Fällen sind die col- 
lineären Systeme E, E' offenbar in perspectivischer Lage und 
haben die Spurlinie dd’ zur Collineationsaxe und beziehungs- 
weise die Punkte PP‘, O0‘ zum Collineationscentrum. Dem- 
nach erhält man aus den Gleichungen £#) u. y) in 1) die zwei 
nachstehenden Sätze: 

Die Gegenaxe jeder von zwei allgemein projectivischen 
Ebenen liegt in der Mitte zwischen denjenigen Geraden, wel- 
che mit ihren entsprechenden projectivisch gleich sind, auch 
halbirt sie die Entfernung derjenigen Punkte, die beim Auf- 
einanderfallen der Ebenen zum Collineationscenirum werden 
können. 

Die Gegenaxe der einen von zwei allgemein projecti- 
vischen Ebenen ist von denjenigen Geraden, welche mit ihren 
entsprechenden projectivisch gleich sind, so weit entfernt, als 
die Gegenaxe der anderen Ebene von denjenigen Punkten, 
die. beim Aufeinanderfallen der Ebenen zum Collineations- 
cenirum werden können. 

Aus diesen Sätzen ergeben sich noch die folgenden: 

Ist auf jeder von zwei allgemein projectivischen Ebenen 
ein Punkt gegeben, welcher beim Aufeinanderlegen der Ebenen 
das Collineationscentrum werden kann, so ist man im Stande, 
nachdem die Gegenazen construirt sind, die Lage der anderen 
zwei Punkte, die mit den gegebenen die genannte Eigenschaft 
theilen, sowie auch der beiden Paar entsprechender, projec- 
tivisch gleicher Geraden sogleich anzugeben. 

.Ist auf jeder von zwei allgemein projectivischen Ebenen 
eine Gerade gegeben, die mit ihrer enisprechenden projecti- 
visch gleich ist, so kann man, nachdem die Gegenaxen und 
die zwei entsprechenden, auf denselben senkrecht stehenden 
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Geraden construirt sind, die Lage der anderen zwei Geraden, 
die mit den gegebenen die genannte Eigenschaft theilen, so- 
wie auch derjenigen Punkte, welche beim Aufeinanderlegen 
der Ebenen zum Collineationscentrum werden können, sofort 


angeben. 
s.4 


Werden auf den Ebenen E u. E‘ die entsprechenden 
Punkte P u.P' oder Q u. Q' mit irgend zwei Paar entspre- 
chenden, auf projeetivisch ähnlichen Geraden liegenden Punk- 
ten verbunden, so entstehen offenbar zwei ähnliche entspre- 
chende Dreiecke. — Aus den Gleichungen «) und d) im $. 4, 
1) folgt, dass zwei congruente entsprechende Dreiecke ent- 
stehen, wenn Pu. P‘' oder O u. O' mit zwei beliebigen Paar 
entsprechenden Punkten verbunden werden, die auf gen pro- 
jectivisch gleichen Geraden d u. d‘ oder g u. g‘ liegen. — 
Zwei allgemein projectivische Ebenen haben somit unendlich 
viel Paar ähnliche und endlos viel Paar congruente ent- 
sprechende Dreiecke. 


Anmerkumg. Haben die im $. 2 betrachteten Ebenen E, B' 
eine solche Lage, dass der Mittelpunkt des durch sie geschnittenen Strah- 
lenbündels $ in eine der Ebenen fällt, welche die von Eu. E‘ gebildeten 
Flächenwinkel halbiren, so fallen die Mittelpunkte zweier entsprechender, 
projectivisch gleicher Strahlenbüschel, z.B. Pu. P‘, in die Spurlinie dd’ 
der Ebenen E u. E‘. Die eine dieser Ebenen kann nach $. 3, 2) so auf 
die andere niedergeklappt werden, dass der Punkt PP‘ zum Collineations- 
centrum wird und dann haben Eu. E’ ausserhalb der Spurlinie dd‘ keinen 
Punkt entsprechend gemein; denn hätten sie noch einen Punkt F ent- 
sprechend gemein, so müssten alle Verbindungslinien der entsprechenden 
Punkte sowohl durch den Punkt P P', als auch durch F gehen, was offen- 
bar unmöglich ist. In diesem Fall hat man also zwei in einer Ebene 
liegende collineäre Systeme, welche eine Gerade Punkt für Punkt ent- 
sprechend gemein haben, ‚ausserhalb derselben aber keinen Punkt besitzen, 
der beiden entsprechend gemein ist. — In Paulus, a. a. 0O., 8. 45, ce) 
wird gesagt: „Haben zwei“ in einer Ebene liegende „collineäre Systeme 
eine gerade Richtung und auf ihr alle Punkte entsprechend gemein, so 
haben sie auch allemal noch einen Punkt und alle durch dieselben gehen- 
den geraden Richtungen entsprechend gemein.“ Dieser Satz ist, wie aus 
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dem Obigen ersichtlich, nicht richtig. — Das betreffende Theorem kann, 
wie Paulus pag. 78 gethan, in folgender Form ausgesprochen werden: 
Haben zwei in einer Ebene liegende, collineäre Systeme eine gerade Rich- 
tung in allen ihren Punkten entsprechend gemein, so haben sie auch noch 
einen Strahlenbüschel und alle seine Strahlenrichtungen entsprechend ge- 
mein. — Paulus scheint pag. 76 beim Beweis des Satzes „Wenn zwei 
in einer Ebene liegende collineäre Systeme eine Richtung entsprechend 
gemein haben, so haben sie auch allemal einen entsprechenden Punkt mit 
einander gemein“ übersehen zu haben, dass dieser gemeinschaftliche Punkt 
auch in der gemeinschaftlichen Richtung liegen kann. 


$. 5. 


Wir wollen jetzt zeigen, dass alles, was im Vorher- 
gehenden von zwei allgemein projectivischen Ebenen gesagt 
worden ist, für zwei beliebige allgemein collineäre ebene 
Systeme gilt. 

1) Wenn zwei collineäre ebene Systeme e, e' im Raume 
eine solche Lage haben, dass die Punkte ihrer Durchschnitts- 
linie dd‘ denselben entsprechend gemein sind, so schneiden 
sich die Verbindungslinien der entsprechenden Punkte von 
e, e' (Projectionssirahlen) alle in einem Punkt (dem Projec- 
tionscentrum). 

Es seien 5b u. b' zwei entsprechende Gerade der collineä- 
ren Systeme e, e, ferner A u. A‘, Bu. B‘, C u. Ü* drei Paar 
entsprechende Punkte, von denen die zwei ersten auf den 
Geraden b, b‘ liegen. Die Geraden db, b‘ sind perspeclivisch, 
weil in ihrem (auf dd‘ liegenden) Durchschnitt zwei ent- 
sprechende Punkte vereinigt sind und ihre Projectionsstrahlen 
schneiden sich daher in einem Punkte S. Aus demselben 
Grunde sind auch die entsprechenden Geraden AC u. A'C', 
BC u. B'C' perspectivisch und die Projectlionsmittelpunkte 
Ss’, S" derselben liegen auf den Projectionsstrahlen AA‘, BB’. 
Da nun der Projectionsstrahl CC’ sowohl durch S’, als.auch 
durch S“ hindurchgeht, so trifft er die in einer Ebene £ lie- 
genden Geraden AA‘, BB‘ in ihrem Durchschnitt, d.h. im 
Projectionsmittelpunkte $ der Geraden 5, b‘'. Weil aber die 


entsprechenden Punkte C, ©‘ ausserhalb der Geraden b, b‘ 
beliebig angenommen worden sind und die Gerade CC’ durch 
den Punkt $ geht, so folgt, dass alle Projectionsstrahlen der 
collineären Systeme e, e sich im Punkte S schneiden. 

Die Curve, welche das Projectionscentrum der Ebenen 
e, &' beschreibt, wenn dıe eine derselben fest bleibt, während 
die andere sich um die Spurlinie dd’ dreht, fällt mit dem 
Ort der Projectionsmittelpunkte irgend zweier entsprechender 
Geraden der collineären Sysieme eg, e’ zusammen. Unter diesen 
Geraden gibt es im Allgemeinen ein Paar, die auf dd‘ senk- 
recht stehen (bei allgemein collineären Systemen gibt es nur 
ein Paar, bei aflinen und ähnlichen Systemen hingegen gibt 
es deren unendlich viele) und jene Curve liegt daher in einer 
auf dd‘ perpendiculären Ebene « und ist, nach Steiner, 
a. a. 0., $. 15, eine Kreislinie (diese wird unendlich gross, 
wenn s, e'‘, alfın oder ähnlich sind), die den Durchschnitt der 
Ebene « mit der Gegenaxe der festen Ebene zum Mittelpunkt hat. 

2) Irgend zwei allgemein collineäre ebene Systeme & ®' 
haben zwei Paar entsprechende, projectivisch gleiche Gerade. 

Construirt man die Gegenaxen £ u. r‘ der collineären 
Systeme e u. e‘, sowie die zwei entsprechenden auf it u. r‘ 
senkrecht stehenden Geraden a u. a’; zieht dann durch den _| 
Durchschnittspunkt 7 der Geraden a u. t einen Strahl b und 
bestimmt auf @' den ihm entsprechenden Strahl 5‘, welcher mit 
a' parallel sein wird; sucht hierauf auf b diejenigen zwei 
Punkte A u. B, welche von a so weit entfernt sind als b‘ von 
a' und’ zieht durch A u. B zwei Gerade m u. n, die auf a 
senkrecht stehen und dieselbe in C u. D schneiden, so sind 
m, n mit den ihnen entsprechenden Geraden m‘, n‘ projecti- 
visch gleich. — Die Geraden m, n sind nämlich parallel mit 
t und da die unendlich fernen Punkte der Gegenaxen # u. r’ 
sich entsprechen, so folgt, dass m‘, n‘ mit r‘ parallel sind und 
somit auf a‘ senkrecht stehen und dass die unendlich fernen 
Punkte der Geraden m u. m‘, n u. n' einander entsprechen. 
Bezeichnet man die den Punkten A, B, C, D entsprechenden 
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Punkte mit A‘, B', C', D‘, so sind, wie leicht einzusehen, die 
sich entsprechenden Strecken AC u. A'C', BD u. B'D' 
einander gleich. Da nun die unendlich fernen Punkte auf m 
u. m‘ sich entsprechen und zwei sich entsprechende Strecken 
dieser Geraden dieselbe Länge haben, so ergibt sich, dass m 
u. m’ projectivisch gleich sind. Dasselbe kann auf ganz gleiche 
Weise in Betreff der Geraden » u. n‘ gefolgert werden. 


3) Bringt man die in 2) betrachteten Systeme & ®' in 
eine solche Lage, dass je zwei entsprechende Punkte der pro- 
jectivisch gleichen Geraden m, m’ oder n, n‘ zusammenfallen, 
so schneiden sich ihre Projectionsstrahlen nach 1) in einem 
und demselben Punkt, d. h., e u. « liegen perspectivisch. 
Demnach hat man den nachstehenden Satz: 


Zwei beliebige allgemein collineäre ebene Systeme können 
in perspeclivische Lage gebracht werden. 


4) Weder das Projeciionscenirum S noch die Spurlinie 
dd‘ zweier perspectivisch liegenden, allgemein collineären 
ebenen Systeme fällt ins Unendliche; denn läge S oder dd' 
im Unendlichen, so würden die unendlich fernen Geraden von 
&, e' sich entsprechen, was aber nicht der Fall ist. Somit er- 
gibt sich, dass ergend zwei allgemein collineäre ebene Systeme 
zwei allgemein projeclivische Ebenen sind und folglich ist 
alles, was im Vorhergehenden von zwei solchen Ebenen ge- 
sagt worden, für zwei beliebige allgemein collineäre Systeme 
gültig. Je zwei solche Systeme haben demnach nicht nur 
zwei Paar entsprechende, projectivisch gleiche Gerade, son- 
dern auch zwei Paar entsprechende, projectivisch gleiche Strah- 
lenbüschel; hieraus erhält man mit Rücksicht auf 1), sowie 
auf das, was im $. 3, 2) von dem Aufeinanderfallen der Ebe- 
nen E, E' bemerkt worden isi, noch den folgenden Satz: 


Zwei allgemein collineäre ebene Systeme künnen auf vier 
verschiedene Arten so auf einander gelegt werden, dass sie 
perspectivisch liegen und haben zwei Paar entsprechende 
Punkte, die für zwei verschiedene Collineationsaxen die Col- 
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lineationscentra und zwei Paar entsprechende Gerade, die für 
»wei verschiedene Collineationscentra die Collineationsaxen 
sein können. 


EN. 


Construction der Kegelschnitte mit Hülfe projeetivischer 
Beziehungen. 


$. 6. 

Einem Kegelschnitt k auf der (im $. 2 betrachteten) 
Ebene E enispricht auf der Ebene E' wieder ein Keyelschnitt 
k' und dieser ist eine Ellipse, eine Parabel, eine Hyperbel 
oder eine Varietät dieser Curven, je nachdem der Kegelschnitt 
k mit der Gegenaze t keinen, einen oder zwei Punkte gemein 
hat *). Dieser Satz führt auf eine allgemeine. Methode, die 
Kegelschnitte zu construiren. 

Auf der Ebene E (Fig. 2) möge irgend ein Kreis c ge- 
geben sein, welcher die Gegenaxe ? in den Punkten K u. H 
schneidet und es seien in diesen Durchschnittspunkten Tan- 
genten an den Kreis construirt, von denen die eine die Spur- 
linie dd’ in dem Punkte M, die andere dieselbe in dem Punkte 
N trifft und die sich selbst in einem Punkte L schneiden. 
Dem Kreis c entspricht in der Ebene E’ eine Hyperbel, den 
Tangenten LKM, LHN die Asymptoten L'M, L'N der Hyper- 
bel und dem Punkt L ihr Mittelpunkt L‘. Derjenige Punkt, 
in welchem eine durch das Projectionscentrum $ der Ebenen 
E u. E‘ senkrecht auf die Spurlinie dd‘ gelegte Ebene « die 
Gegenaxe # schneidet, soll mit T und der Durchschnitt einer 
Ebene L'ST mit der Geraden dd@' mit A bezeichnet werden. 
Die Durchschnittslinien der Ebene E' und der Parallel- 
ebene, welche die Gegenaxe ? bestimmt, mit der Ebene 
L‘'ST sind parallel, d. h. es ist L’A parallel ST und daher 


—— — as 


*) 8, Paulus, a. a. O., $8. 63, 86, 100, 101, 102. 


ALSToA LL'A. Bei der Drehung der Ebene E' um die 
Spurlinie dd' bleiben diese Dreiecke ähnlich und es findet 
dies auch dann noch statt, wenn die Ebenen E u. E’ auf ein- 
ander fallen. Betrachten wir die beiden Ebenen einen Augen- 
- blick in dieser Lage. Es ist 
ALTKc>/ALAM und daher LA:LT=LM: Lk; 
weil ALSTA LL’'A ist, so hat man ferner LA:LT=LL': LS; 
aus diesen beiden Proportionen folgt: LM:LK=LL': LS 
und weiter also _ ALLMo ALSK. 
Die Figur stellt zwei in einer Ebene perspectivisch lie- 
gende collineäre Systeme dar, wovon die Collineationsaxe dd', 
das Collinationscentrum S und die entsprechenden Punkte Lu. L’ 
bekannt sind und es kann daher die dem Kreis entsprechende 
Hyperbel mit ziemlicher Leichtigkeit construirt werden *). — 
Denkt man sich auf der Ebene £, ausserhalb der Geraden d 
einen beliebigen Punkt B und durch d eine beliebige Ebene 
e gelegt, sowie durch die Gegenaxe t eine mit ihr parallele, 
so ist es offenbar möglich, in dieser letzteren einen Punkt o 
(den wir uns als den Mittelpunkt eines Strahlenbündels denken) 
so zu finden, dass der Strahl Lo auf « einen Punkt 4' bestimmt, 
der beim Niederklappen der Ebene « auf E mit B zusammen- 
fällt; analog dem Obigen ist dann LM: LK=LA':Lo. 
Aus dieser Betrachtung ergibt sich der folgende Satz: 
Zeichnet man einen beliebigen Kreis c (Fig. 2) und legt 
von irgend einem Punkte L aus die Tangenten LKM, LHN 


*) 8. Chasles, trait6 de geometrie sup@rieure, $. 519, wo es heisst: 
Quand le centre [$] et l’axe d’homologie sont donnes, il sufüt, pour 
construire la figure homologique A une figure donnee, de connaitre 
le point @ qui correspond & un point donne 4 de la figure pro- 
posee. Car le point b correspondant & un autre point quelcongue 
B sera 3 lintersection de la droite SB et de la droite mende du 
point a au point y oü la droite „FB rencontre Paxo d’homologie. 
Ainsi, dtant donne le seul point a de la nouvelle figure, on de- 
terminera, par de simples intersections de lignes droites, tous les 
autres points de la figure. 


an denselben, welche ihn in den Punkten K u. H berühren; 
irägt dann auf den Tangenten von ihrem Durchschnite L 
aus zwei gleiche Strecken LM, LN auf und nimmt ausser- 
halb der Geraden MN einen beliebigen Punht L' und aufs der 
Geraden LL‘' einen Punkt S so an, dass L'M parallel SK 
wird; beirachtei hierauf L w. L' als die Mitielpunkte zweier 
Strahlenbüschel, welche die Gerade MN zum perspectivischen 
Durchschnitt haben und zieht von S aus nach den. Durch- 
schnittspunkten [V\, W,] der Strahlen des Strahlenbüschels L 
mit dem Kreise c gerade Linien [SV,SW], von denen jede 
den entsprechenden durch L' gelegten Strahl [L'U] in einem 
Punkte [F,F'] schneiden wird, so ist der Ort der so erhal- 
tenen Durchschnittspunkte [F, F'] eine Hyperpel, die den Punkt 
L’ zum Mittelpunkt und die Geraden L'M, L'N zu Asympto- 
ten hat. | 

Diese Construction der Hyperbel ist sehr allgemein und 
schliesst viele specielle Fälle in sich, von denen wir.nur zwei 
erwähnen wollen. Macht man z. B. (Fig. 3) MK = ML und 
nimmt den beliebigen Punkt L’ so an, dass durch ihn die Ent- 
fernung des Punktes L vom Mitielpnnkt des Kreises c halbirt 
wird, so fällt der Punkt S in diesen Mittelpunkt und die 
Construction der Hyperbel geht über in die von Paulus, 
a. a. O., pag. 164 angegebene. 

Eine andere Construction wird erhalten, wenn man (Fig. 4) 
den Punkt L in unendlicher Entferrung und den Punkt L’ auf 
der Geraden Le annimmt; dann wird die Gerade KH zum 
Durchmesser des Kreises, die Gerade VW steht senkrecht auf 
MN und SL‘ wird gleich KM. Nimmt man ausserdem KM = 
Kc, so berührt MN den Kreis in einem Punkte B und dieser 
wird, wie leicht einzusehen, zu einem Scheitel der Hyperbel; 
der andere Scheitel und die beiden Brennpunkte sind dann 
auch bekannt, da L‘ der Mitielpunkt und L'M, L'N die 
Asymptoten sind. Diese Methode kann mit Nutzen angewen- 
det werden, wenn die Scheitel und die Brennpunkte der zu 
construirenden Hyperbel gegeben sind. 


Um für die Parabel einen analogen Satz zu erhalten, 
den@®n wir uns auf der Ebene E einen Kreis c, welcher die 
Gegenaxe tin dem Punkte L berührt und dem nach $. 6. auf 
der Ebene E‘ eine Parabel entspricht. Der Projectionsstrahl 
LS ist parallel der Ebene E‘ und geht daher nach dem un- 
endlich fernen Punkt L‘' der Parabel. Klappt man die Ebene 
E', wie im $.6., auf die Ebene E nieder, so erhält man zwei 
in einer Ebene perspectivisch liegende, collineäre Systeme, 
wovon die Collineationsaxe dd‘, das Collineationscentrum S 
und zwei entsprechende Punkte Z, L‘ bekannt sind und die 
Parabel, deren Axe mit der Geraden LS parallel sein wird; 
kann nach Chasles, a. a. ©., $. 519. construirt werden. — 
Denkt man sich auf der Ebene E ausserhalb der Gegenaxe t 
einen beliebigen Punkt B und durch die Gerade d eine belie- 
bige Ebene @' gelegt, sowie durch t eine mit ihr parallele «, 
so kann auf dieser letzteren ein Punkt o bestimmt werden, der 
beim Niederklappen der Ebene « auf E auf den Punkt B zu 
liegen kommt. 


Hieraus ergibt sich folgender Satz: 


Zeichnet man (Fig. 5.) einen beliebigen Kreis c, construirt 
in einem Punkte L desselben die Tangente KH und zieht mit 
dieser eine Gerade MN parallel; nimmt dann ausserhalb der 
Geraden KH einen beliebigen Punkt S an und betrachtet den 
Punkt L und den auf der Geraden LS in unendlicher Entfer- 
nung liegenden Punkt L‘ als die Centra zweier projectivischer 
Strahlenbüschel, welche die Gerade MN zum perspectivischen 
Durchschnitt haben; zieht ferner durch den Punht S und die 
Durchschnitispunkte V des Kreises ce mil den Strahlen des 
Strahlenbüschels L gerade Linien SV, von denen jede einen 
entsprechenden Strahl UF des Strahlenbüschels L' in einem 
Punkte F schneiden wird, so ist der Ort dieser Durchschnitts- 
punkte F eine Parabel, deren Axe mit der Geraden LS paral- 
lel läuft. 
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Nimmt man insbesondere zur Geraden MN eine Tangente 
an den Kreis (Fig. 6.) und den Mittelpunkt des Kreises ce zum 
Punkte S, so wird alsdann der Berührungspunkt B der Tan- 
gente MN offenbar der Scheitel der Parabel und S deren 
Brennpunkt, wie man leicht einsicht, .wenn man SF' senkrecht 
LB errichtet und bedenkt,. dass F'S = LB ist. 


$. 8. 


Durch eine der im $. 6. angestellten ganz analoge Be- 
trachtung erhält man in Bezug auf die Ellipse folgenden Satz: 

Zieht man (Fig. 7.) zwei parallele Gerade MN, KH und 
zeichnet einen Kreis c, welcker mit KH keinen Punkt gemein 
hat; nimmt hierauf ausserhalb der Geraden MN in endlicher 
Entfernung zwei Punkte L,L' an, jedoch so, dass der Punkt 
L nicht in der Geraden KH liegt; fällt ferner von L' aus ein 
Perpendikel L'A auf die Gerade MN, zieht die Gerade LA, 
welche KH in T schneidet, errichtet in T auf KH eine Senk- 
rechte, die von LL’ in S geschnitten wird; betrachtet dann 
die Punkte L,L‘ als die Mittelpunkte zweier projectivischer 
Strahlenbüschel, welche die Gerade MN zum perspectivischen 
Durchschnitt haben und zieht von 5 nach den Durchschnitis- 
punkien [Y\, W] des Strahlenbüschels L mit dem Kreis c ge- 
rade Linien [SV, SW], von denen jede einen enisprechenden 
Strahl [L'U] des Strahlenbüschels L‘ in einem Punkt [F, F'] 
schneiden wird, so ist der Ort der Durchschnittspunkte [F,F‘] 
eine Ellipse. 

Rückt insbesondere die Gerade KH ins Unendliche, so 
ist dies auch mit dem Punkt S der Fall. Nimmt man ausser- 
dem den Punkt L im Centrum des Kreises c und den Punkt 
L‘ so an, dass das Perpendikel L'A durch L hindurchgeht, so 
erhält man die in Figur 8. angedeutete Constructionsmethode 
der Ellipse. Die so entstehende Ellipse hat den Punkt L’ zum 
Mittelpunkt und eine Axe derselben ist gleich dem Diameter 
des Kreises, ; 

Aus $. 6. und $. 7. ist ersichtlich, dass die Verwandt- 


Be 


schaft der Collineation sehr gute Dienste leisten kann bei der 
Lösung der Aufgabe, den Durchschnitt eines Kegels oder Cy- 
linders mit einer bestimmten Ebene in seiner wahren Grösse 
und Gestalt zu zeichnen. 


Rum. 


Ueber die projectivische Beziehung zweier Kreise nebst 
Anwendung auf die Lösung zweier Aufgaben über die 
Potenzlinie. 


Su 

1) Wenn ein Kreis c auf der‘ (im $. 2. betrachteten) 
Ebene E mit der Gegenaxe ! keinen Punkt gemein hat, so 
entspricht ihm auf der Ebene E‘ im Allgemeinen eine Ellipse. 
Der Kreis c kann insbesondere in zwei solche Lagen gebracht 
werden, dass die vom Projectionscentrum $ nach den End- 
punkten A u. B eines Durchmessers gezogenen Strahlen SA, 
SB in einer Ebene « liegen, die auf der Spurlinie dd‘ senk- 
recht steht und antiparallel zu den Geraden sind, in welchen 
E u. E' von der Ebene « geschnitten werden. Die beiden 
genannten Lagen des Kreises c sind in Figur 9, a, die, wie 
Figur 1, den Durchschnitt der Ebene « mit E u. E‘ darstellen 
soll, durch AB u. ab angedeutet und in diesen zwei Fällen 
entspricht dem Kreis c wiederum ein Kreis *). 

Die Kreisdurchmesser A’B’ u. a‘b‘ (Fig. 9, a) sind gleich; 
fällt man nämlich die Perpendikel SV, SW auf De u. De‘, so 
erhält man wegen der Aehnlichkeit der Dreiecke SAB u. 
SA'B', Sab u. Sa'b‘ 

ABA BEZNV:SW ., abeah Em W., 
und da Al uno 
ist, so folgt hieraus Ab —aah 

2) Um eine Methode zu erhalten, die beiden Lagen des 

Kreises c, in welchen ihm auf der Ebene E‘ ein Kreis ent- 


*) $, T. Müller, Lehrbuch der Stereometrie, $. 57, ß). 
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spricht, leicht aufzufinden, mag der Durchmesser von c mit 
AB bezeichnet werden; der Diameter A'B' eines ihm ent- 
sprechenden Kreises kann, da nach 1) AB: A'b'= SV:SW 
ist, construirt werden. Lässt man dig 9, a) AB über De 
hingleiten, so bilden die Punkte A u. B zwei projectivisch 
gleiche Punktreihen; ebenso werden von den Punkten A’ u. B‘ 
zwei andere projectivisch gleiche Punktreihen gebildet, wenn 
man A'B' unabhängig von AB auf De! sich fortbewegen lässt. 
Zur Abkürzung sollen (Fig. 9, b) die Reihen der Punkte 
A,B, A',B' mit a,b, @,6b’ bezeichnet werden. Zieht man durch 
den Punkt $ (Fig. 9, b) irgend eine Gerade, welche die Punkt- 
reihen a’ u. a in «a u. « trifft, sucht auf b‘ u. b die den Punk- 
ten a’ u. « entsprechenden Punkte # u. 8 auf und zieht die 
Gerade S£‘, wodurch auf De ein Punkt #" bestimmt wird, so 
bilden, wenn dieses Verfahren fortgesetzt wird, die Punkte 
ß, a, a', 8, 8" Punktreihen, die alle unter einander projectivisch 
sind. Da vermöge der Consiruclion 
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ist, so folgt mit Rücksicht auf 1), dass es zwei Punkte gibt, 
in welchen zwei entsprechende Punkte der durch £& u. 8" ge- 
bildeten Punktreihen auf einander fallen. Weil zwei auf einander 
liegende projectivische Gerade nicht mehr als zwei Haupt- 
punkte haben, so folgt weiter, dass, wenn b ein Hauptpunkt 
der durch # u. 8“ gebildeten Punktreihen ist und der dem 
Punkt b, beirachtet als der Punktreihe b angehörend, auf a 
entsprechende Punkt mit a bezeichnet wird, der über der 
Strecke ab als Durchmesser construirte Kreis eine der Lagen 
des Kreises © einnimmt, die wir zu bestimmen suchen. Alles 
dies zusammengefasst liefert als Resultat unserer Betrachtung 
folgendes: Um die beiden Lagen des Kreises c auf der Ebene 
E zu finden, in denen ihm auf E' ein Kreis entspricht, suche 
man drei entsprechende Punktpaare der durch ß u. ß" gebil- 
deten Punktreihen und besiimme die Haupipunkte B u. b der- 


selben *); beirachte dann B u. b als der Punktreihe b ange- 
hörend, suche ihre entsprechenden Punkte A u. a auf der 
Punktreihe a und zeichne über den Strecken AB u. ab als 
 Diameter zwei Kreise, so nehmen diese die zwei gesuchten 
Lagen des Kreises c ein. 


3) Hiervon kann man eine Anwendung auf die Lösung 
einiger interessanten Aufgaben über die Potenzlinie zweier 
Kreise machen und es mag zunächst einiges, auf das in der 
Folge Bezug genommen wird, hier eine Stelle finden. — In 
Fig 9, a. sind SA'’A u. Sb’B, a’Sa u. b'Sb antiparallel zu 
den Geraden De, De‘ und demnach ist 

ADEBEB > YA DAA AR ONDID AN DU ar, 

«.) DB’.DA' = DB.DA, Db‘. Da’ = Db.Da. 
Zieht man SP" P u. SO" O senkrecht auf die Halbirungslinien 
DHKu. Dkh der Winkel B'DB u. b'Db, so erhält man 

BPENDBDDB! 0 DSP A MUB N SOTO ABU, 

BAD PEST BSP VD, U.79 SO 27hSV, 

ö) 3 Wi KP' r Ip? N te RR, 

SR IRRE BEN NN 

FW TE 

Wird die Ebene E' so auf E niedergeklappt, dass DP' 
auf DP zu liegen kommt, so haben die über AB u. A'B‘, 
ab u. ab‘ als Durchmesser beschriebenen Kreise, wie aus 
den Gleichungen «) erhellt, die Spurlinie dd’ der Ebenen E 
und E‘ zur Potenzlinie. Diese Kreise haben dann aber auch 
den Punkt P zum inneren Aehnlichkeitspunkt, was folgender- 
maassen bewiesen werden kann: 


Es seien (Fig. 9, a) I u. L‘ die Halbirungspunkte der 
Durchmesser AB, A‘ B‘, welche Punkte, wie leicht einzusehen, 
beziehungsweise in den Strecken PB u. P'A‘ liegen. Mit 
Rücksicht auf £) u..e) erhält man 

PBrPiAl=SP:\SPl=AB: ABI BI At, 


#, Su Steiner, a. &0.,/$.'17, II, a), pag: 68. 


mithin st PB—BI:BI=P'A'— AL:AL, 

d.h. ri: BIe PLANT 

oder auch PLP TE - BI SAT 

Wird E' auf die besagte Weise auf E niedergeklappt, so 
fällt P‘ auf P und es folgt daher aus der letzten Gleichung, 
dass dann der Punkt P der innere Aehnlichkeitspunkt der über 
AB u. A'B‘ als Durchmesser beschriebenen Kreise ist. 
Werden die Halbirungspunkte der Durchmesser ab u. ab‘ 
mit i u. I‘ bezeichnet, so erhält man auf ganz ähnliche Weise 
wie oben | 
01: Wr elaid EA 
hieraus folgt mit Rücksicht auf 6) u. ©) 
NiOSAT0S , 0 = 
weiter ergibt sich AiSPo>A T'SP/, 
pi: = SV .S5Wrsuis a 

woraus folgt, dass der Punkt P auch der innere Aehnlich- 
keitspunkt der über ab u. a‘b' als Diameter beschriebenen 
Kreise ist, wenn man E' auf die angegebene Weise auf E 
niederklappt. | 

« Wird hingegen die Ebene E' so auf E niedergeklappt, 
dass. DO’ auf DO fällt, so haben die genannten zwei Paar 
Kreise die Spurlinie dd‘ zur Potenzlinie und den Punkt Q 
zum dusseren Achnlichkeitspunkt. Der Beweis hierfür ist 
dem für den ersten Fall gegebenen ganz analog. 


4) Problem 2. 


Es sollen zwei Kreise gezeichnet werden, welche einen 
gegebenen Punkt P zu einem Aehnlichkeitspunkt, eine gege- 
bene Gerade dd‘ zur Potenzlinie haben und deren Diameler 
zweien gegebenen Strecken AB u. A'B‘ gleich sind. 

* Man fälle (Fig. 10.) vom Funkte P aus ein Perpendikel 
PDb auf die Gerade dd‘, ziehe eine beliebige Gerade .De‘, 
ferner eine Gerade PP‘ senkrecht auf die Halbirungslinie des 
Winkels PDe‘, bestimme auf PP' einen Punkt S so, dass 
SP:SP'=AB:4A‘B' ist und ziehe nach einem, dem in 2) 


angegebenen ganz analogen Verfahren durch S zwei Gerade 
SA'A u. SB’B, welche auf DP u. De‘ zwei Strecken bestim- 
men, die den gegebenen Strecken AB u. A'B' gleich sind; 
darauf nehme man DA"=DA', DB"=DPB' und beschreibe 
über AB u. A" B" als Diameter zwei Kreise, so werden diese 
nach 2) und 3) der Aufgabe Genüge leisten. — Es gibt je- 
doch nach 2) noch ein zweites Paar Gerade b’Sb u. a'Sa, 
die so liegen, dass aıb=AB u. ab'= A'B! ist; nimmt man 
nun Da" ==Da‘, Db"—Db‘ und beschreibt über ab u. ab" 
als Durchmesser zwei Kreise, so genügen auch diese der 
Aufgabe. Es kann auch noch ein zweiter Punkt gefunden 
werden, der die Strecke ?PP' nach dem Verhältniss AB: A'B' 
theilt; derselbe ist in Fig. 10 mit S’ bezeichnet und liefert 
zwei neue Lösungen der vorliegenden Aufgabe. Nach 3) ist 
der Punkt ? innerer Aehnlichkeitspunkt der zwei Paar Kreise, 
die (nach Fig. 10.) dem Punkt S entsprechen und äusserer 
Aehnlichkeitspunkt der zwei andern Paare. Die Aufgabe lässt 
also im Allgemeinen vier Lösungen zu; wird derselben aber 
beigefügt, ob ? innerer oder äusserer Aehnlichkeitspunkt sein 
soll und ob die Kreise in einander oder ausser einander lie- 
gen sollen, so erhält man, insofern ABN\A'B! ist, nicht mehr 
als eine Lösung. Ist AB —= A'B‘ und liegt der Punkt P aus- 
serhalb der Geraden dd‘, so fallen die verlangten Kreise auf 
einander, d. h., es ergibt sich keine Lösung. Liegt ? auf 
dd‘, so ist unsere Construction nicht anwendbar, aber dann 
bietet das Problem gar keine Schwierigkeiten dar; ist in die- 
sem Fall ABN\A'B‘, so wird P zum Berührungspunkt der 
verlangten Kreise und ist AB=A'B', so lässi die Aufgabe 
unzählig viel Lösungen zu. 


Problem ZEN. 


Es soll ein Kreis gezeichnet werden , welcher mit einem 
gegebenen Kreise c einen gegebenen Punkt P zu einem Aehn- 
lichkeitspunkt und eine gegebene Gerade dd’ zur Potenz- 
Inte hat. 


Ba 


Hier sind die folgenden Fälle zu unterscheiden: 
a) Der Punkt P liegt innerhalb des Kreises c, 
DIN, >» » „auf der Peripherie desselben, : 
Eyes >» „ ausserhalb des Kreises c, und dann sind 

der Kreis e und der Punkt P 
«) entweder auf derselben Seite der Geraden dd‘ 

8) oder auf entgegengesetzten Seiten derselben. 

ad.a). Es sei (Fig. 11.) AB der Durchmesser des gegebe- 
nen Kreises ce. Man ziehe die Geraden PDb, De‘, PP' wie 
in Figur 10. (es ist klar, dass der Mittelpunkt des Kreises c 
auf der Geraden PD liegen muss, insofern eine Lösung der 
Aufgabe möglich sein soll), bestimme auf der Geraden PP’ 
einen Punkt S von der Eigenschaft, dass die Geraden SA'A 
u. SB'B zu DPu. De‘ antiparallel sind, nehme DA"=DA', 
DB" = DB‘ und beschreibe über A"B" als Durchmesser einen 
Kreis, so genügt dieser nach 3) der Aufgabe. 

Halbirt man den Winkel PDe‘ durch eine Gerade DHP'"K, 
so ist nach 3) HP"=KP" und dies gibt ein Mittel an die 
Hand, den’ Punkt S zu bestimmen; wir suchen nämlich den 
auf der Geraden SB liegenden Punkt K und erhalten dadurch 
auch den Punkt S. Zu dem Ende denken wir uns die Punkte 
Au. B als die Mittelpunkte zweier Strahlenbüschel, welche 
die Gerade PP‘ zum perspectivischen Durchschnitt haben, 
diese bestimmen auf der Geraden DHK zwei projectivische 
Punktreihen; H u. K sind zwei entsprechende Punkte dersel- 
ben, D u. P" sind ihre Hauptpunkte und die Gegenpunkte R 
u. Q können, wie in Figur 11. angedeutet, leicht gefunden 
werden. Die beiden in der Geraden DHK vereinigten pro- 
jeetivischen Punktreihen haben in Figur 11. ungleiche Lage 
und die Gegenpunkte R u. Q liegen demnach zwischen den 
Hauptpunkten D u. P" *); es kann jedoch vorkommen, dass 
die genannten Punktreihen gleiche Lage haben und dass Q u. 
R ausserhalb DP" liegen. Man wird auch bemerken, dass 


*) 8. Steiner, a. a. O., $. 16, IL — Paulus, a. a. O., $ 20, 
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der Punkt K nicht nur ausserhalb der Strecke DP", sondern 
auch in derselben liegen kann. Da bei zwei projectivischen 
Geraden das Rechteck unter den Abständen irgend zweier 
entsprechender Punkte von den Gegenpunkten constanten In- 
halt hat, so erhält man für den Fall, dass die beiden Punkt- 
reihen auf DHK ungleiche Lage haben 

P"O.P"R=KOQO.HR=+[(P"O+P"ICP"RFP"H)] 

—=+[P"O+P"H@TRFPÜN)], 
woraus folgt 
P"K=+(P"R—P"O)=-+RO. 

In dem Fall, dass die Punktreihen auf DHK gleichliegend 

sind, erhält man 


P"QO.P'TR=KO.HR=-+[(P"OFP"’K)(P"RFP"H)], 


woraus sich ergibt 
PK CPRR"Q)—-ERO. 

Die Entfernung des Punktes K von P" kann somit leicht 
bestimmt werden und da sich die Geraden KB, IA auf PP' 
schneiden müssen, so wird in jedem speciellen Fall auch so- 
gleich entschieden, auf welcher Seite der Geraden PP' der 
Punkt K liegt. | 

ad b). Liegt der Punkt P auf der Geraden dd‘ und tan- 
girt diese den gegebenen Kreis c, so lässt die Aufgabe offen- 
bar unzählig viel Lösungen zu; findet dies aber nicht statt, 
so ist keine Lösung möglich. 

ad c, «). Der Durchmesser des gegebenen Kreises c 
soll (Figur 11.) mit a” 5b” bezeichnet werden. Man nehme 
Da‘ = Da", Db'=Db", suche auf PP-L ='nen Punkt S von 
der Eigenschaft, dass die Geraden b'Sb u. a'Sa mit PDa 
u. Da‘ antiparallel sind und beschreibe über «ab als Durch- 
messer einen Kreis, so ist nach 3) die Aufgabe gelöst. 

Um den Punkt S$ zu finden, bemerke man, dass <_ aSL 
— <LbSP ist. Betrachtet man die Punkte a’ u. b’ als die 
Brennpunkte einer Ellipse und PP’ als eine Tangente an die- 
selbe, so wird man einsehen, dass der Punkt S der Berüh- 


rungspunkt sein muss ®). Die Scheitel « u. «' der gedachten 
Ellipse werden erhalten, wenn das Perpendikel b'N auf die 
Gerade PL gefällt, die Strecke a‘b' in c‘ halbirt und c'«= 
c'« —=.c'N gemacht wird. Beschreibt man mit ««' um «a‘ 
einen Kreis, welcher das über N hinaus verlängerte Perpen- 
dikel b‘’N in einem Punkte M trifft, so schneidet der Radius 
aM die Gerade PL in dem gesuchten Berührungspunkt 5 **) 

. ad c, £). In diesem Fall wird ganz ähnlich verfahren 
wie bei c, a). | 


IV. 


Einige Sätze über die Verbindung mehrerer projec- 
tivischer Gebilde und Lösung einiger Aufgaben. 


5.110. 


In dem Vorhergehenden ist hauptsächlich von zwei pro- 
jectivischen Ebenen die Rede gewesen und es könnte nun die 
Untersuchung in Bezug auf dieselben noch weiter fortgeführt, 
sowie auch auf drei und mehr projectivische Ebenen, zwei, 
drei und mehr projectivische Strahlenbündel, etc. ausgedehnt 
werden. Von der grossen Anzahl der Sätze, die sich aus der- 
artigen Betrachtungen ergeben und den vielen damit im Zu- 
sammenhang stehenden Problemen wollen wir nur noch die 
folgenden herausheben. 


Zwei micht concentrische projectivische Strahlenbündel 
S,S', welche die Ebenen eines Ebenenbüschels entsprechend 
gemein haben, sind in perspectivischer Lage (d. h. je zwei 
entsprechende Strahlen derselben schneiden sich und der Ort 
aller Durchschnitispunkte oder ihr perspectiwischer Durch- 
schnitt ist eine Ebene). | 


"78. Paulus, 2.3. 0., 5: 89. bh. 
**, 8. Paulus, a. a. O., VI Buch, {& 89, c; $, 91), 
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Irgend zwei entsprechende Strahlen der Strahlenbündel 
S, S' liegen offenbar in einer und derselben Ebene des gemein- 
schaftlichen Ebenenbüschels und schneiden sich demnach in 
einem Punkt. Es mögen SA u. $'A zwei solche Strahlen 
sein; dieselben sind die Axen zweier entsprechender Ebenen- 
büschel 8, 8' der Strahlenbündel S, S’, welche Ebenenbüschel 
perspectivisch liegen, weil sie die Ebene SAS' entsprechend 
gemein haben *), und ihr perspectivischer Durchschnitt, auf 
dem der Punkt A liegen muss, mag e heissen. Wird auf der 
Ebene e ein beliebiger Punkt C angenommen, so sind. die 
Ebenen SAC, S’AC zwei entsprechende Ebenen der Ebenen- 
büschel B,3' und die Ebene SS’C ist, weil sie dem gemein- 
schaftlichen Ebenenbüschel angehört, den beiden Strahlenbün- 
deln S,S' entsprechend gemein. Die Durchschnittslinien SC, 
S’C dieser Ebene mit den Ebenen SAC, S’AC sind daher 
entsprechende Strahlen der „Strahlenbündel S,S' und da der 
Punkt C auf ze beliebig angenommen worden, so liegen folg- 
lich die Strahlenbündel S, S' perspectivisch und haben die 
Ebene e zum perspectivischen Durchschnitt. 


Sy 

1) Liegen zwei projectivische Ebenen e, e' im Raume per- 
spectivisch und nimmt man auf irgend einem ihrer Projections- 
strahlen a zwei beliebige Punkte S,S' an, zieht von S nach 
allen Punkten der Ebene e und von $S' nach allen Punkten 
von e' Strahlen, so schneiden sich je zwei derselben, die nach 
entsprechenden Punkten von e, e' laufen und alle Durchschnitts- 
punkte liegen in einer und. derselben Ebene. 

Da die Ebenen z, «‘ projectivisch sind, so ist klar, dass 
die beiden Strahlenbündel $, $' ebenfalls projectivisch sind, 
wenn die nach entsprechenden Punkten von e, « gezogenen 
Strahlen als sich entsprechend angesehen werden. Der Pro- 
jectionsstrahl a ist die Axe eines Ebenenbüschels, dessen 


*),8. Steiner, a 2 0,5% 31,1. 
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Ebenen den Strahlenbündeln S, S‘ entsprechend gemein sind, 
woraus sich nach $. 10 ergibt, dass die Strahlenbündel $, $' 
perspectivisch liegen, d. h., je zwei Strahlen derselben, die 
nach entsprechenden Punkten der Ebenen e,e' laufen, schnei- 
den sich und die Durchschnittspunkte liegen in einer und der- 
selben Ebene. — Der perspectivische Durchschnitt der Strah- 
lenbündel S, S' geht offenbar durch die Spurlinie der Ebenen 
8 u. ©; 

2) Fallen insbesondere die Punkte S,S’ mit zwei entspre- 
chenden Punkten A', A der Ebenen e’, e zusammen und sind 
B‘,B zwei andere entsprechende Punkte dieser Ebenen, so 
liegt der Durchschnitt C" der Geraden S'B', SB auf dem 
perspectivischen Durchschnitt e” der Strahlenbündel S, Ss’ und 
dieser ist durch die Spurlinie von e,e und durch den Punkt 
C" bestimmt. Lässt man die Punkte S, S‘ mit den entspre- 
chenden Punkten B', B zusammen fallen, so muss der perspec-- 
tivische Durchschnitt &“ der beiden Strahlenbündel, da S' A‘, 
SA sich in C" schneiden, auch wieder durch den Punkt C" 
gehen und die Ebenen e”, e“' fallen demnach auf einander 
Hieraus ergibt sich, dass der perspectivische Durchschnitt der 
beiden Strahlenbündel derselbe bleibt, mit welchem Paar ent- 
sprechender Punkte der Ebenen e‘,e die Punkte 8,$’ auch zu- 
sammen fallen, d. h., die Durchschnittspunkte je zweier Ge- 
raden (A'B u. BA, A'C u. C’A,B'’C u. C'B, etc.), die zwei 
Paar entsprechende Punkte zweier projectivischer und im Raume 
perspectiwisch liegender Ebenen wechselsweise verbinden, lie- 
gen in einer und derselben Ebene. 
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1) Wenn von drei projectivischen Ebenen je zwei im 
Raume perspectiisch liegen, so fallen die ihnen zugehörigen 
drei Projeclionscentra in eine gerade Linie. | 

Es seien &, e, e“ drei projectivische Ebenen, die paar- 
weise im Raume perspectivisch liegen und S, S', S“ die Pro- 
ectionscenira beziehungsweise für die Ebenen e' u. e“, eu. e“, 


Ale > DARAN 


eu... Eine durch $ u. S' gezogene Gerade g trifft die 
Ebenen 


e', e'‘ in zwei entsprechenden Punkten A’, A“ 
u.ebenso 8, e' „ ° A, A“. 

Da die Punkte A, A' beide gleichzeitig dem Punkte A" 
entsprechen, so sind sie unter einander entsprechende Punkte 
und die Verbindungslinie g derselben geht daher, wegen der 
perspectivischen Lage von e, e‘, durch den Punkt S“ und folg- 
lich liegen alle drei Projectionscentra in dieser Geraden. 

2) Es kann hierbei der Fall eintreten, dass alle drei 
Projectionscentra auf einander fallen, niemals aber fallen zwei 
derselben zusammen, während das dritte nicht mit ihnen ver- 
einigt ist. Fallen nämlich z.B. Su. S’ auf einander und zieht 
man durch den Punkt SS’ irgend einen Strahl b, so trifft er 
die Ebenen e‘, e* in zwei entsprechenden Punkten B‘, B 
und e, e“ in zwei entsprechenden Punkten B, B“; hieraus folgt, 
dass die den projectivischen Ebenen z, «' angehörigen Punkte 
B,B‘ sich entsprechen, und dass b ein Projectionsstrahl von 
&, e ist; da der Strahl b beliebig durch den Punkt SS’ ge- 
zogen worden, so ergibt sich weiter, dass das Projections- 
centrum S’' der Ebenen e, e mit dem Punkte SS’ zusammenfällt. 

3) Mit Rücksicht auf $. 5, 1.) erhält man aus 1) und 
2) als speciellen Fall den folgenden Satz: 

Haben drei in einer Ebene liegende collineäre Systeme 
eine Gerade und auf ihr alle Punkte entsprechend gemein, so 
fallen die drei Collineationscentra, ‚die denselben , paarweise 
genommen, zugehören, auf einander oder, wenn dies nicht der 
Fall ist, so liegen sie in gerader Richtung *). 

4) Aus 1) lässt sich auch leicht der nachstehende Satz 
folgern:: 

Wenn drei nicht in einer Ebene liegende projectivische 
Gerade g9,g‘, g“‘ durch denselben Punkt A gehen und wenn 
in diesem drei entsprechende Punkte vereinigt sind, so liegen 


*) Vergl. Paulus, a. a. 0., 5. 49, b. 
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die drei Projectionscentra, die diesen perspectivischen ‚Gera- 
den, paarweise genommen, zugehören, in einer Geraden n, 
d. h. die’ Ebenen, welche durch je drei entsprechende Punkte 
der Geraden 9,9',g9“ bestimmt werden, bilden einen Ebenen- 
büschel, der die Gerade » zur Axe hat *). 

Man kann nämlich durch 9, g', g‘‘ drei Ebenen e, e‘, e“ 
legen, die sich in einer Geraden r schneiden und diese Ebenen 
so projectivisch auf einander beziehen, dass zwei auf r lie- 
gende aber nicht mit A zusammenfallende Punkte ’denselben 
entsprechend gemein sind und dass drei Paar entsprechende 
Punkte (B, C; B‘, C'; B“, C“;) der Geraden g, 9‘, g“ sich unter 
einander entsprechen **). Dann haben e, e‘, e“ die Gerade r 
Punkt für Punkt entsprechend &emein und liegen daher (nach 
$. 5, 1.) paarweise perspectivisch; die Geraden 9, g‘, 9“ sind 
in Ansehung der ursprünglich auf ihnen bestimmten Punkt- 
reihen entsprechende Gerade von & e, e“ und die ‘drei ihnen 
zugehörigen Projectionscenira liegen demnach nach 1) in ge- 
rader Richtung. In diesem Fall können die drei Projections- 
centra nicht zusammenfallen, weil g, g‘, g“ nicht in einer 
Ebene liegen. 

$.13. 

Wenn vier projectivische Ebenen e®°, ®', e', e"' paarweise 
im Raume perspectivisch liegen, so fallen die ihnen zugehöri- 
gen sechs Projectionscentra in eine und dieselbe Ebene. 

Es seien beziehungsweise für die Ebenen 

eu.e, vu.e, en. eu, 8 U. Bra en 
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jectionscentra. Nach $. 13 liegen 
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Die Geraden g, g‘ haben den Punkt „S' gemein und liegen 
daher in einer Ebene e!v, welcher somit die Punkte N 
„Ss“, ,S', ‚S'“ angehören. Da der Punkt „S" mit ,S" u. „S“ in 
der Geraden g“ liegt, so gehört er auch der Ebene e!V an 
und alle sechs Projectionscentra liegen folglich in einer und 
derselben Ebene. 


Hieraus kann, auf ähnliche Weise wie im $. 12, 4) in 
dem entsprechenden Fall geschehen, der nachstehende Satz 
gefolgert werden: 


Wenn vier projectivische Gerade sich in einem Punkte 
schneiden und wenn alle unter einander perspectivisch sind, 
so liegen die ihnen zugehörigen sechs Projectionscentra in 
einer Ebene *). 

$. 14. 


Wenn von drei projectivischen Strahlenbündeln je zwei 
perspectivisch liegen, so schneiden sich die ihnen zugehörigen 
drei perspectivischen Durchschnitte in einer Geraden. 

Es mögen drei projectivische und paarweise perspectivisch 
liegende Strahlenbündel mit S, S', S“ und die perspectivischen 
Durchschnitte von S u. $', S u. $“, $' u. $" beziehungsweise 
mit e“, e' u. e bezeichnet werden. Die Ebenen e“ u. e‘ schnei- 
den sich in einer Geraden g; dieselbe ist, weil sie der Ebene 
e‘ angehört, der perspectivische Durchschnitt zweier ent- 
sprechender Strahlenbüschel s, s' der Strahlenbündel S, S'; 
sie ist aber auch, da sie auf e liegt, der perspectivische 
Durchschnitt zweier entsprechender Strahlenbüschel s, s“ der 
Strahlenbündel S, $S“. Weil die Strahlenbüschel s‘, s“ dem 
Strahlenbüschel s entsprechen, so sind sie unter einander 
entsprechend und da ihre entsprechenden Strahlen sich auf 
der Geraden g schneiden, .so muss diese auch der Ebene e 
angehören und die drei perspectivischen Durchschnitte e*, «, s 
gehen folglich durch die Gerade g. ! 


*) S: Steiner, & & O.,$. 32,1. 


Es ist hierbei der Fall möglich, dass die drei perspecti- 
vischen Durchschnitte s,.e‘, e“ auf einander fallen; fallen zwei 
derselben zusammen, so ist offenbar auch der dritte mit ihnen 
vereinigt. 

$. 15. | 

Wenn von vier projectivischen Strahlenbündeln S°, $', 
S', S'! je zwei perspeclivisch liegen, so schneiden sich die 
ihnen zugehörigen sechs perspectivischen Durchschnitte in 
einem Punkt. 


Es sei 

ve der perspectivische Durchschnitt von SP , 8‘, 
ey » » » S° ’ Bi, 
ve ” ”» 2 2 S° $) Br", 
ey » » n S ’ 5”, 
En 2) D) u en 
A » b) b) » Ss“ ’ SA 


Nach $. 14 schneiden sich 
oe ,.08 ,.‚e' in einer. Geraden g, 
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Die Geraden g, g’ liegen in einer Ebene ‚e’ und schneiden 
sich somit in einem Punkte P, welcher demnach den Ebenen 
ee et, ‚e, ‚e angehört. Da die Gerade g“ der Durchschnitt 
ist von 2“, oe“, so muss sie auch durch den Punkt P gehen 
und folglich liegt dieser auch auf der Ebene „e‘“ und alle sechs 
perspectivischen Durchschnitte schneiden sich daher in diesem 
Punkte. 

$. 16. 


1) Wenn drei Gerade b, b'‘, b“ gegeben sind, welche 
nicht in einer Ebene liegen und sich in einem Punkt S schnei- 
den, ferner eine Ebene e, die mit b, b'‘, b“ nur den Punht S 
gemein hat und auf ihr irgend drei Gerade a, a', a", ausser- 
dem noch eine beliebige Ebene e' und man legt durch jeden 


Eee 


Punkt von e' drei Ebenen, die respective durch a, a’, a“ gehen 
und b,b‘,;b“ beziehungsweise in drei Punkten B,B',B" schnei- 
den, so gehen.alle Eberen, die durch je drei solche zusam- 
mengekörige Punkte B, B', B“ bestimmt werden, durch einen 
und denselben Punkt *). 


Betrachtet man zunächst eine Gerade r auf der Ebene «', 
so ist ersichtlich, dass ihr drei Ebenenbüschel B, ‘9 ent- 
sprechen, welche die drei Geraden a, a'‘,a“' zu Axen haben; 
diese drei Ebenenbüschel sind projectivisch, weil jeder mit 
der Geraden r perspectivisch liegt und sie liegen perspecti- 
visch, da die Ebene e denselben entsprechend gemein ist. Die 
Ebenenbüschel B,B‘,8“ bestimmen auf den Geraden b, b‘, b' 
drei projectivische Punktreihen und zwar sind diese perspec- 
tiivisch, weil in dem Durchschnittspunkte S derselben drei 
entsprechende Punkte zusammenfallen. Legt man durch je 
drei entsprechende Punkte der Geraden 5, b‘,b“ eine Ebene, so 
schneiden sich diese Ebenen nach $. 12, 4) in einer Geraden 
vr und bilden somit einen Ebenenbüschel R. Fasst man nun 
in der Ebene e' eine Gerade r‘ ins Auge, welche die Gerade 
r in einem Punkte A schneidet, so entspricht ihr, analog dem 
Obigen, ein Ebenenbüschel R‘ mit einer Axe r’; die Geraden 
r,r‘ schneiden sich in einem Punkte P, weil beide in einer 
dem Punkte A entsprechenden Ebene « liegen. Aus dem 
Gesagten folgt, dass allen Punkten der Geraden r, r‘ Ebenen 
entsprechen, die durch den Punkt P gehen und es bleibt noch 
zu beweisen, dass für einen andern beliebigen Punkt C der 
Ebene e‘ dasselbe statt findet. Zu dem Ende ziehe man durch 
den Punkt C eine Gerade r“, welche die Geraden r,r‘ in den 
Punkten L, L‘ schneidet. Der Geraden r“ entspricht ein Ebe- 
nenbüschel R“ mit einer Axe vr”; da die Gerade r“ durch die 


*) Vergl. Chasles, a. a. O., pag. 244. 
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Punkte L u. L/ geht, so ist die Axe r‘‘ die Durchschnitislinie 
der den Punkten L, L' entsprechenden Ebenen 4, 4‘, die be- 
ziehungsweise durch die Geraden r, x‘ gehen, ‚woraus folgt, 
dass die Gerade x” die Axen r u. v‘ im Punkte P schneidet. 
Weil der Punkt C auf der Geraden r“ liegt und die Axe vr‘ 
durch den Punkt P geht, so folgt, dass die dem C enispre- 
chende Ebene ebenfalls durch P geht und damit ist bewiesen, 
was behauptet worden. 

2) Umgekehrt: 

Sind drei Gerade b, b', b“ gegeben, welche nicht in einer 
Ebene liegen und sich in einem Punkte S schneiden, ferner 
eine Ebene e, die mit b,b',b“ nur den Punkt S gemein hat 
und auf ihr drei beliebige Gerade a, a‘, a" und man. legt 
durch einen beliebigen Punkt P im Raume alle möglichen ° 
Ebenen, legt dann durch die Punkte B, B', B", in welchen 
die Geraden b, b‘, b“ von einer solchen Ebene geschnitten 
werden, drei Ebenen, die beziehungsweise durch die Geraden 
a, a', a’ gehen, so liegen die Durchschnitispunkte von je drei 
solchen zusammengehörigen Ebenen auf einer Ebene. 

Beirachtet man von den Ebenen, welche durch P gelegt 
werden können und unendlich viele Ebenenbüschel bilden, zu- 
nächst einen einzigen Ebenenbüschel R, dessen Axe mit r be- 
zeichnet werden mag, so erhellet, dass derselbe auf den Geraden 
b, b‘, b“ drei projectivische Punktreihen bestimmt, in deren 
Durchschnitt $ drei entsprechende Punkte vereinigt sind. 
Diesen drei perspectivischen Geraden entsprechen drei pro- 
jectivische Ebenenbüschel ®, B‘, 3", welche die Geraden a, a‘, a‘ 
zu Axen haben; diese Ebenenbüschel haben die Ebene se, in 
der ihre Axen liegen, entsprechend gemein und die Punkte, 
in welchen je drei entsprechende Ebenen derselben sich 
schneiden, liegen daher in einer Geraden r *). Zieht man 


*) 8, Steiner, a. a. O., S. 3% U. 
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nun von den durch den Punkt P gelegten Ebenen einen Ebe- 
nenbüschel R° in Betracht, dessen Axe r‘ ist, so kann alles 
das, was in Bezug auf den Ebenenbüschel R gesagt worden 
ist, wörtlich wiederholt werden. Jeder Ebene des Ebenenbü- 
schels W‘ entsprechen drei Ebenen, die durch die Geraden 
a,a', a gehen und die Durchschnittspunkte von je drei sol- 
chen zusammengehörigen Ebenen liegen in einer Geraden r'. 
Die Geraden r,r‘ schneiden sich in einem Punkte A und lie- 
gen demnach in einer Ebene e'‘, weil die Ebenenbüschel R,R‘ 
eine gemeinschaftliche Ebene haben. Ein beliebiger Ebenen- 
büschel NR“, dessen Axe r durch den Punkt P geht, aber 
mit den Geraden tr, r’ nicht in einer Ebene liegt, hat mit jedem 
der Ebenenbüschel R, N’ eine Ebene gemein, daher hat die 
dem WR“ entsprechende Gerade r‘ mit jeder der Geraden r,r' 
einen Punkt gemein und r‘ liegt folglich in der Ebene «. 
Ebenso entspricht auch einem beliebigen Ebenenbüschel Rt“, 


PET 


dessen Axe tx 4 


durch P geht und mit r u. r“ in derselben 
Ebene liegt, eine Gerade r“, die in der Ebene « liegt, weil 
N“ sowohl mit R als auch mit N“ eine Ebene und daher die 
Gerade r'* mit jeder der Geraden r,r‘ einen Punkt gemein 
hat. Da sowohl r“ als auch r“' in der Ebene liegt, so folgt, 
dass die Durchschnittspunkte je dreier zusammengehöriger 


durch a, a‘,a“ gehender Ebenen in die Ebene «' fallen. 


3) In 1) hat man zwei Ebenen e, ®' angenommen, dann 
nach einem gewissen Gesetze Ebenen construirt und gefunden, 
dass sich dieselben in einem Punkte P schneiden. Wenn die 
Ebene « ihre Lage ändert, so wird auch der Punkt P fort- 
rücken und dies gibt Veranlassung zu verschiedenen Aufga- 
ben. Es kann z. B. gefragt werden, welche Curve beschreibt 
der Punkt P, wenn die Ebene e' sich um eine in ihr liegende 
Gerade g dreht. In 1) ist gezeigt worden, dass jeder Gera- 
den r auf e eine gewisse Gerade r entspricht, die durch den 


Punkt P geht; der Geraden g entspricht also eine‘ ‚Gerade 9, 
auf welcher der Punkt P liegt. Jeder Lage der Ebene «' ent- 
spricht ein gewisser Punkt P und wenn die Ebene’ e sich um 
die feste Gerade g dreht, so muss die Gerade g' durch alle 
diese Punkte hindurchgehen; der Punkt P beschreibt folglich 
eine gerade Linie. — Lässt man die Ebene e’ parallel: mit 
sich selbst fortrücken, so beschreibt der Punkt P ebenfalls eine 
Gerade, was aus dem Obigen hervorgeht, wenn man dieses 
Forirücken als eine Drehung um eine unendlich ferne Gerade 
auffasst. — Dreht man die Ebene «' beliebig um einen ihrer 
Punkte F, so liegen alle Punkte P auf einer Ebene, ete. 
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Es seien irgend zwei Ebenen e, e' und auf ihnen zwei 
beliebige ähnliche n Ecke (ABC...M) w. (A'B'C’...M) ge- 
geben, ausserdem noch irgendwo ausserhalb e, e' ein Punkt 
P; es soll durch. P eine Gerade gezogen werden, welche die 
Ebenen z, e' in den Punkten N, N' so durchbohrt, dass zwei 
ähnliche (n-+1) Ecke (ABC...MN) u. (A’B'C'.. M' N’) entstehen. 

Man betrach,e die Punkte A,B,C,...M u. A,B,C',...M' 
als die entsprechenden Punkte zweier ähnlicher Systeme und 
den Punkt P als den Mittelpunkt eines Strahlenbündels, wel- 
ches mit dem System der Punkte (A,B,C,....) perspectivisch 
liegt. Dieses Strahlenbündel bestimmt auf der Ebene « ein 
Punktsystem (A, B",C",...), welches mit den Systemen 
4.20...) u.C4.D2.L...) projectivisch ist. Sucht man 
nun auf der Ebene «. einen Punkt K auf, in welchem zwei 
entsprechende Punkte der Sysieme (.A‘, B',C', an und 
(A", B",C"...) auf einander fallen *) und verbindet den 
Punkt P mit K, so ist PK offenbar die gesuchte Gerade. ö 


*) 8. Chasles, a. a. O., $. 561. 
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Wenn keine von den Geraden AA',BB',CC', etc. welche 
die entsprechenden Ecken der gegebenen n Ecke verbinden 
durch den Punkt P hindurchgeht, so gibt, es immer wenig- 
stens eine Lösung; geht eine oder gehen zwei von jenen 
Geraden durch den Punkt P, so ist es möglich, dass die Auf- 
gabe keine Lösung zulässt. Der Aufgabe kann nicht genügt 
werden, wenn drei von,den obigen Geraden durch P gehen, 
ohne dass die Ebenen e, « parallel sind. Die Anzahl der 
Lösungen ist offenbar unendlich, wenn die Ebenen e, e' paral- 
lel sind und die Geraden AA‘, BB‘, etc. sich sämmtlich in P 


schneiden. | 
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Es seien in einer Ebene (Figur 12.) zwei beliebige 
Winkel P, P' und auf den Schenkeln derselben irgend vier 
Punkte A,B, A‘, B' gegeben; es sollen die Geraden AC, BD, 
A'C/, B'D' so gezogen werden, dass sie sich in einem Punkt 
S' schneiden und je zwei auf entsprechende Weise be- 
zeichnete Dreiecke dasselbe Verhältniss haben, d. h., es soll 
PP ARO «Bi a rl a ge 

ind 77T DIT A Pape Ina AIDI 
ER SAD AB’PD' — A PA®B 7. NOTE 
ITS AD! 

Man betrachte A u. A', B u. B‘, sowie die Scheitel P, P- 
der gegebenen Winkel als entsprechende Punkte zweier afli- 
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ner Systeme, suche einen Punkt $ auf, in welchem zwei ent- 
sprechende Punkte dieser Systeme auf einander fallen und 
verbinde S mit A, B,4A', B', so genügen die vier Geraden 
SA, SB, SA‘SB' der Aufgabe; denn die Dreiecke APC u 
A'P'C', BPD u. B'P'D’ etc. sind‘ entsprechende Figuren der 
beiden Systeme und in affinen Systemen hat das Verhältniss 
der entsprechenden Figuren mit dem Modulus der Afünität 
gleichen Werth *). 
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Es seien vier Ebenen e, e‘, e',e‘“ gegeben, von denen die 
zwei ersten und die zwei leizten unter einander projectivisch 
sind; man soll durch einen irgendwo ausserhalb e, e', e", FL 
gegebenen Punkt S zwei Gerade ziehen, welche die Ebenen 
eu. €, 8“ u. 8 in entsprechenden Punkten treffen. 

Man lege durch einen Punkt A der Ebene e und durch 
S einen Strahl, welcher die Ebene «“ in einem Punkte B“ 
trifft, suche auf e“ den dem B" entsprechenden Punkt B“ 
und ziehe den Strahl SB‘, der die Fbene « im Punkte C‘ 
durchbohrt. Wird dieses Verfahren fortgesetzt, so bilden die 
Punkte A, B“, B“, C' vier ebene Systeme, die alle unter 
einander projectivisch sind. Sucht man nun auf der Ebene 
e‘, in welcher zwei projectivische Systeme vereinigt sind (näm- 
lich das ursprünglich auf e‘ gegebene und das der Punkte C'), 
einen Punkt K‘, in welchem zwei entsprechende Punkte dieser 
Systeme auf einander fallen und bestimmt auf der Ebene : 
den ihm entsprechenden Punkt K, so sind SK u. SK‘ die 
verlangten Geraden. 
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